
Chapitre 7
Matrices

I. Matrices de taille n×m
Dans cette section, n et m sont deux entiers strictement positifs.

1. Définitions
Définition 1
Une matrice de taille n×m à coefficients réels est une famille de nm réels indexées par deux entiers
i et j vérifiant 1 ≤ i ≤ n et 1 ≤ j ≤ m.
Une matrice de taille n×m est représentée sous forme d’un tableau à n lignes et m colonnes.
Si A est une matrice de taille n×m, on peut noter A = (ai,j) 1≤i≤n

1≤j≤m
où ai,j sont les coefficients de A.

A = (ai,j) 1≤i≤n
1≤j≤m

=


a1,1 a1,2 · · · a1,m
a2,1 a2,2 · · · a2,m
...

... . . . ...
an,1 an,2 · · · an,m


On note Mn,m(R) l’ensemble de toutes les matrices réelles de taille n×m.

Exemple 7.1
(

1 3 5
−2 1

2 0

)
matrice 2× 3


3
0
1
2


matrice 4× 1

 0 8 10
−2 1 1
0 4 0


matrice 3× 3

Propriété 2 : (admise)

Deux matrices sont égales si et seulement si elles ont le même nombre de lignes, le même nombre de colonne,
et tous leurs coefficients sont égaux deux à deux.

Définition 2
Une matrice colonne (ou vecteur colonne) est une matrice de taille n×1, c’est à dire une matrice dans
Mn,1(R).
Une matrice ligne (ou vecteur ligne) est une matrice de taille 1 × m, c’est à dire une matrice dans
M1,m(R).

Exemple 7.2 1
1
2


matrice colonne de taille 3× 1

(
4 3 2 1

)
matrice ligne de taille 1× 4

Exemple 7.3
Déterminer les matrices A et B définies par A = (i+ j)1≤i≤4

1≤j≤4
et B = (j − i)1≤i≤3

1≤j≤4
.
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2. Opérations
a. Somme

Définition 3
Soient A = (ai,j) et B = (bi,j) deux matrices de taille n×m. La somme de A et B, est la matrice :

A+B = (ai,j + bi,j) 1≤i≤n
1≤j≤m

Si C = A+B = (ci,j) 1≤i≤n
1≤j≤m

, alors ∀(i, j) ∈ J1, nK× J1,mK, ci,j = ai,j + bi,j .

Exemple 7.4

Soit A =
(
1 −5 3
2 0 −1

)
et B =

(
−2 5 0
1 1 4

)
. Alors A+B =

Remarque
La somme de deux matrices n’est définie que si ces deux matrices ont le même nombre de ligne et le même
nombre de colonnes.

b. Produit par un réel
Définition 4
Le produit d’une matrice A = (ai,j) 1≤i≤n

1≤j≤m
par un réel λ est la matrice λ ·A = (λai,j) 1≤i≤n

1≤j≤m
.

Exemple 7.5

Soit A =

−1 3
2 6
3 −2

 et B =

 8 1
−7 5
1 3

. Calculer C = −2A+ 3B

c. Produit de matrices
Définition 5
Le produit d’une matrice ligne de taille n avec une matrice colonne de taille n est le réel obtenu en
additionnant les produit deux à deux des coefficients de chaque matrice :

Si A =
(
a1 a2 · · · an

)
et B =


b1
b2
...
bn

 alors AB = a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn

Exemple 7.6

Calculer le produit de
(
1 2 3 4

)
et


3
1
−2
0


(
1 2 3 4

)
×


3
1
−2
0

 = 1× 3 + 2× 1 + 3× (−2) + 4× 0 = −1
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Définition 6
Soient n,m, p trois entiers strictement positifs.
Soit A = (ai,j) ∈ Mn,m(R) et B = (bi,j) ∈ Mm,p(R). Le produit de A et B est la matrice C = AB =
(ci,j)1≤i≤n

1≤j≤p
de taille n× p définie par :

∀(i, j) ∈ J1, nK× J1, pK, ci,j =
m∑

k=1
ai,kbk,j = ai,1b1,j + ai,2b2,j + ai,3b3,j + · · ·+ ai,mbm,j

Autrement dit, le coefficient (i, j) du produit A×B est le produit de la ième ligne de A avec la jème colonne
de B.



a1,1 a1,2 · · · a1,m
a2,1 a2,2 · · · a2,m
... . . . · · ·

...
ai,1 ai,2 · · · ai,m
...

... . . . ...
an,1 an,2 · · · an,m


×


b1,1 b1,2 · · · b1,j · · · b1,p
b2,1 b2,2 · · · b2,j · · · b2,p
...

... . . . ...
...

...
bm,1 bm,2 · · · bm,j · · · bm,p

 =



c1,1 · · · c1,j · · · c1,p
...

...
...

ci,1 · · · ci,j · · ·
...

...
...

...
cn,1 · · · cn,j · · · cn,p



Exemple 7.7

Multiplier A =
(

3 −1 2
−1 1 2

)
et B =

2 0
1 −2
1 3


On identifie les lignes et les colonnes que l’on va multiplier :

A =
(

3 −1 2
− 1 1 2

)
et B =

2 0
1 −2
1 3



• × = 3× 2 + (−1)× 1 + 2× 1 = 7

• × = 3× 0 + (−1)× (−2) + 2× 3 = 8

• × = (−1)× 2 + 1× 1 + 2× 1 = 1

• × = (−1)× 0 + 1× (−2) + 2× 3 = 4



Ainsi, AB =
(
7 8
1 4

)

Remarque
On ne peut multiplier une matrice n×m par une matrice p× q que si m = p, autrement dit si la première
matrice a autant de colonnes que la deuxième matrice a de lignes.

Remarque
La multiplication de matrices n’est pas commutatives. En général, on n’a pas AB = BA.
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Prenons par exemple A =
(
1 2
3 4

)
et B =

(
1 1
0 1

)
.

Alors

AB =
(
1 2
3 4

)(
1 1
0 1

)
BA =

(
1 1
0 1

)(
1 2
3 4

)

=
(
1× 1 + 2× 0 1× 1 + 2× 1
3× 1 + 4× 0 3× 1 + 4× 1

)
=

(
1× 1 + 3× 1 1× 2 + 1× 4
0× 1 + 1× 3 0× 2 + 1× 4

)

=
(
1 3
3 7

)
=

(
4 6
3 4

)
donc AB 6= BA

Remarque

Un produit de deux matrices non nulles peut être nul. Prenons par exemple A =
(
0 2
0 3

)
et B =

(
0 1
0 0

)
.

Alors A 6=
(
0 0
0 0

)
, B 6=

(
0 0
0 0

)
, mais pourtant AB =

(
0 0
0 0

)
. (Par contre BA =

(
0 3
0 0

)
6=

(
0 0
0 0

)
!!)

→ Exercice de cours no 1

Propriété 3

La multiplication de matrice est associative et distributive par rapport à l’addition, autrement dit
pour toutes matrices A ∈Mn,m(R), B ∈Mm,p(R) et C ∈Mp,q(R), et pour tout λ ∈ R, on a

A(BC) = (AB)C (associativité)

et pour toutes matrices A ∈Mn,m(R), et B,C ∈Mm,p(R) on a

A(B + C) = AB +AC (distributivité)

Propriété 4

La multiplication de deux matrices n’est pas commutative, mais si A ∈Mn,m(R), B ∈Mm,p(R) et λ ∈ R,
alors on a

A(λB) = λ(AB)

Propriété 5

Si A est la matrice nulle (tous les coefficients égaux à 0), alors AB = 0 et CA = 0 pour toutes matrice B
et C de taille appropriée.

d. Transposée

Définition 7

Soit A = (ai,j) ∈Mn,m(R). La matrice transposée de A est la matrice de taille m×n notée tA (ou AT )
et définie par tA = (bi,j)1≤i≤m

1≤
avec pour tout (i, j) ∈ J1,mK× J1, nK, bi,j = aj,i.

Si A =


a1,1 a1,2 · · · a1,m
a2,1 a2,2 · · · a2,m
... . . . ...

an,1 an,2 · · · an,m

, alors tA =


a1,1 a2,1 · · · an,1
a1,2 a2,2 · · · an,2
... . . . ...

a1,m a2,m · · · an,m


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Exemple 7.8

Soit A =

 1 2 3 4 5
6 7 8 9 10
11 12 13 14 15

, alors la transposée de A est tA =


1 6 11
2 7 12
3 8 13
4 9 14
5 10 15



Propriété 6

Soient A ∈Mn,m(R) et B ∈Mm,p(R) deux matrices. Alors t(AB) = tBtA.

Propriété 7

Pour toutes matrices A,B ∈Mn,m(R) et tous réels λ, µ, on a

t(λA+ µB) = λtA+ µtB

II. Matrices carrées
Définition 8
Une matrice carré de taille n (ou d’ordre n) est une matrice de taille n× n, avec n ∈ N∗.
On note Mn(R) = Mn,n(R) l’ensemble des matrices carrées réelles de taille n.

1. Matrice diagonale, matrice triangulaire, matrice identité
Définition 9
Soit n ∈ N∗. On appelle

• Matrice identité d’ordre n, et on note In, la matrice :

In =


1 0 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0

0 0 1 . . . 0
... . . . . . . ...
0 0 · · · 0 1


On note In = I lorsqu’il n’y a pas d’ambiguïté sur la dimension. On a donc In = (δij)1≤i,j≤n avec :

∀(i, j) ∈ J1, nK2, δij =
{

1 si i = j
0 si i 6= j

• Matrice diagonale toute matrice de la forme

D =


λ1 0 0 · · · 0
0 λ2 0 · · · 0
... . . . ...
0 λn−1 0
0 · · · 0 λn


C’est à dire une matrice carrée D = (di,j) de taille n telle que di,j = 0 si i 6= j.

• Matrice triangulaire supérieure toute matrice carrée T = (ti,j) telle que ti,j = 0 si i > j. Ce sont les
matrices de la forme :

T =


∗ ∗ · · · ∗
0 ∗ · · · ∗
... . . . ...
0 · · · 0 ∗


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• Matrice triangulaire inférieure toute matrice carrée T = (ti,j) telle que ti,j = 0 si i < j. Ce sont les
matrice de la forme :

T =


∗ 0 · · · 0
∗ ∗ · · · 0
... . . . ...
∗ · · · ∗ ∗



Remarque
S’il n’y a aucune ambiguïté sur la taille de la matrice, la matrice identité se note simplement I.

Propriété 8

La matrice identité est l’élément neutre pour la multiplication de matrices :

∀A ∈Mn,m(R), InA = A

∀A ∈Mp,n(R), AIn = A

∀A ∈Mn(R), AIn = InA = A

Remarque
La matrice identité commute avec toutes les matrices carrées de même taille.
Si λ ∈ R, la matrice λI commute avec toutes les matrices carrés de même taille.

Propriété 9

La matrice identité de taille n est l’unique matrice A ∈Mn(R) qui laisse chaque vecteur colonne invariant
par produit : (

∀X ∈Mn,1(R), AX = X
)
⇐⇒ A = In

Définition 10

Soit A ∈Mn(R). On définit A0 = In et pour tout p ∈ N∗ on définit par récurrence Ap par Ap = A×Ap−1.
Ainsi :

Ap = A×A× · · · ×A︸ ︷︷ ︸
p fois

Remarque
Comme la multiplication est associative on a A × Ap−1 = Ap−1 × A, et plus généralement : ∀(i, j) ∈ N2,
Ai ×Aj = Aj ×Ai

Propriété 10 : (produit de deux matrices diagonales)

Si A =


a1 0 0 · · · 0
0 a2 0 · · · 0
... . . . ...
0 an−1 0
0 · · · · · · 0 an

 et B =


b1 0 0 · · · 0
0 b2 0 · · · 0
... . . . ...
0 bn−1 0
0 · · · · · · 0 bn

 sont deux matrices diagonales,

alors AB et BA sont diagonales et :
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AB = BA =


a1b1 0 0 · · · 0
0 a2b2 0 · · · 0
... . . . ...
0 an−1bn−1 0
0 · · · · · · 0 anbn


En particulier, on a :

∀p ∈ N, Ap =


ap1 0 0 · · · 0
0 ap2 0 · · · 0
... . . . ...
0 apn−1 0
0 · · · · · · 0 apn


Propriété 11 : (formule du binôme de Newton)

Si A,B ∈Mn(R) commutent, alors

∀p ∈ N, (A+B)p =
p∑

k=0

(
p

k

)
AkBp−k

→ Exercice de cours no 2

2. Trace
Définition 11
Soit A = (ai,j) une matrice carrée de taille n ∈ N∗. La trace de A, notée tr(A), est le réel donné par

tr(A) =
n∑

i=1
ai,i

c’est à dire la somme de tous les coefficients diagonaux de A

Une propriété immédiate de la trace :

Propriété 12

Si A et B sont deux matrices carrées de taille n et si λ est un réel, alors

tr(A+B) = tr(A) + tr(B)

tr(λA) = λtr(A)

Propriété 13

Soient A et B deux matrices carrées de taille n ∈ N∗. Alors tr(AB) = tr(BA)

3. Matrice inversible
a. Généralités

Définition 12
Soit A une matrice carrée de taille n. On dit que A est inversible s’il existe une matrice B telle que
AB = BA = In.
On note GLn(R) l’ensemble des matrices inversibles. (Groupe Linéaire de degré n).
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Remarque

Toute matrice n’est pas inversible, par exemple A =
(
0 1
0 0

)
n’est pas inversible. En effet, supposons qu’il

existe B = (bi,j) telle que BA = In, alors

(
b1,1 b1,2
b2,1 b2,2

)(
0 1
0 0

)
=

(
1 0
0 1

)
donc

(
0 b1,1
0 b2,1

)
=

(
1 0
0 1

)
ce qui est impossible.

Propriété 14

Si A admet un inverse, alors cet inverse est unique. On note A−1 l’unique matrice B telle que AB = BA = I.

Propriété 15 : (admise)

Soit A une matrice carrée de taille n. Si AB = I ou si BA = I, alors AB = BA = I et A est donc inversible.

Remarque
Autrement dit, inverse à gauche ⇒ inverse tout court, et inverse à droite ⇒ inverse tout court.

→ Exercice de cours no 3

Propriété 16

Soit A une matrice inversible. Alors (A−1)−1 = A.

Propriété 17

Soit A une matrice inversible de taille n. Pour tout entier m et toutes matrices M,N ∈Mn,m(R), AM =
AN ⇐⇒ M = N .

Propriété 18

Soient A et B deux matrices inversibles de taille n. Alors AB est inversible et

(AB)−1 = B−1A−1

Propriété 19

Soit A ∈Mn(R). Alors A est inversible si et seulement si tA est inversible, et dans ce cas (tA)−1 = t(A−1).

Pour les matrices triangulaires et pour les matrices diagonales il existe un critère d’inversibilité simple :

Propriété 20

Soit T une matrice triangulaire supérieure. Alors T est inversible si et seulement si ses coefficients diagonaux
sont tous non nuls.

Remarque
Cette propriété vaut aussi pour les matrices diagonales (qui sont des cas particuliers de matrices triangu-
laires supérieures), et pour les matrices triangulaires inférieures (car T est inversible si et seulement si tT
est inversible).
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b. Déterminant
Définition 13

Soit A =
(
a b
c d

)
une matrice carrée de taille 2.

On appelle déterminant de A et on note det(A) le nombre det(A) = ad− bc.

Propriété 21

Soit A ∈M2(R). A est inversible si et seulement si det(A) 6= 0, et dans ce cas on a

A−1 = 1
ad− bc

(
d −b
−c a

)

III. Systèmes linéaires
1. Systèmes de n équations linéaires à p inconnues

Définition 14
Soient n et p deux entiers naturels non nuls. Un système (S) de n équations linéaires à p inconnues
x1, x2, . . . , xp est un système d’équations de la forme

(S)



a1,1x1 + a1,2x2 + · · ·+ a1,pxp = b1

a2,1x1 + a2,2x2 + · · ·+ a2,pxp = b2

...
...

an,1x1 + an,2x2 + · · ·+ an,pxp = bn

où (ai,j)1≤i≤n
1≤j≤p

et (bi)1≤i≤n sont deux familles de réels. Les réels (ai,j) s’appellent coefficients du système.

• Une solution du système est un p-uplet (x1, x2, ..., xp) tel que les n équations soient vérifiées
simultanément.

• Deux systèmes d’équations sont équivalents s’ils ont le même ensemble de solutions.
• Si le système n’admet aucune solution, on dit qu’il est incompatible.
• Un système est dit échelonné si le nombre de coefficient nuls en début de chaque ligne est strictement

plus grand qu’à la ligne précédente.

Remarque

Si on note A = (ai,j)1≤i≤n
1≤j≤p

, X =


x1
x2
...
xp

 et B =


b1
b2
...
bn

, alors le système S ci-dessus est équivalent à

l’équation matricielle AX = B d’inconnue X ∈ Mp,1(R). On dit que A est la matrice associée au
système (S).

Définition 15
Un système de n équations linéaires à p inconnues est dit homogène s’il est de la forme

a1,1x1 + a1,2x2 + · · ·+ a1,pxp = 0
a2,1x1 + a2,2x2 + · · ·+ a2,pxp = 0

...
...

an,1x1 + an,2x2 + · · ·+ an,pxp = 0

c’est à dire si (b1, b2, . . . , bn) = (0, 0, . . . , 0)



10/15 Chapitre 7 : Matrices

Remarque
Matriciellement, un système linéaire homogène est une équation de la forme AX = 0 d’inconnue X.

Remarque
X = 0 est toujours solution de AX = 0, un système homogène a donc nécessairement au moins une solution,
le p-uplet (0, 0, ..., 0). Cette solution est appelée solution triviale (dans ce contexte trivial = évident).

2. Méthode de résolution : le pivot de Gauss
a. Opérations élémentaires

Proposition 22 : (admise)

On considère un système linéaire S de n équations à p inconnues, et on note L1, L2,..., Ln les n lignes du
système.
Les opérations suivantes changent S en un système équivalent.

• Remplacer Li par λ× Li avec λ ∈ R∗ et i ∈ J1, nK On note cette opération Li ← λLi.
• Remplacer Lj par Lj + λ × Li avec λ ∈ R∗ et i, j ∈ J1, nK avec i 6= j. On note cette opération

Lj ← Lj + λLi

• Intervertir Li et Lj pour i, j ∈ J1, nK avec i 6= j. On note cette opération Li ↔ Lj .
On appelle ces transformations opérations élémentaires.

→ Exercice de cours no 4

Dans l’exercice précédent, nous nous sommes appuyé sur la méthode dite du « Pivot de Gauss »qui consiste à appliquer
l’algorithme suivant :

• On note j le numéro de colonne et i le numéro de ligne dans le système. À chaque étape, on renomme tous les
coefficients du système en (ai,j) pour plus de clarté. On commence à j = 1.

• On cherche un coefficient non nul dans la colonne 1 que l’on appelle pivot. Notons i la ligne de ce coefficient.
• Si i 6= 1, on échange la 1ère ligne avec la i-ème ligne en faisant l’opération L1 ↔ Li.

• On rend le pivot égal à 1 en faisant L1 ←
1

a1,1
L1 (possible car a1,1 6= 0).

• Pour les lignes i = 2 à i = n, on annule le coefficient de la première colonne en se servant du pivot :
Li ← Li − ai,1L1

• On passe à la colonne suivante

• À la colonne j on procède comme suit :

• On choisit un pivot non nul dans la colonne j dans une ligne i ≥ j

• On échange les lignes i et j pour placer le pivot sur la ligne j : Li ↔ Lj

• On rend le pivot égal à 1 : Li ←
1
ai,i

Li

• On annule tous les coefficients sous le pivot en faisant, pour tout i ≥ j on fait Li ← Li − ai,jLj .

Propriété 23 : (admise)

Tout système est équivalent à un système sous forme échelonné que l’on peut déterminer à l’aide du pivot
de Gauss.

Définition 16
On appelle rang d’un système linéaire homogène le nombre de lignes non nulles dans la forme échelonnée
de ce système. On admet que ce nombre est défini de façon unique et que deux systèmes équivalents ont le
même rang.

Soit S un système de n équations à p inconnues (x1, x2, ..., xp). Il est équivalent à un système de la forme :
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

b1,1y1 + b2,2y2 + · · ·+ b1,ryr + · · ·+ b1,pyp = c1
b2,2y2 + · · ·+ b2,ryr + · · ·+ b2,pyp = c2

. . . ...
br,ryr + · · ·+ br,pyp = cr

0 = cr+1
...

0 = cn

où les inconnues y1, y2, ..., yp sont les mêmes que x1, x2, ..., xp mais éventuellement dans un ordre différent, où r est le
rang du système, et où b1,1, b2,2, ..., br,r sont tous non nuls. On a nécessairement r ≤ n et r ≤ p, donc r ≤ min(n, p).
Si r < n, les équations sans inconnues 0 = cr ,...,0 = cn sont des équations de compatibilité. S’il existe k ≥ r + 1
tel que ck 6= 0, alors le système n’a pas de solution.
Dans le système de départ est homogène, on a toujours cr = cr+1 = · · · = cn = 0.
On déduit de ces observations la propriété suivante :

Propriété 24 : (admise)

Soit S un système de n équations à p inconnues de rang r. Alors :
• r ≤ min(n, p)
• Si r < n et que le système est incompatible, alors S n’admet aucune solution.
• Si r = p et r ≤ n et que le système est compatible, alors S admet une unique solution.
• Si r < p et que le système est compatible, alors S admet une infinité de solutions

→ Exercice de cours no 5

Propriété 25 : (admise)

Un système homogène de n équations linéaires à p inconnues n’est jamais incompatible puisqu’il admet
(0, 0, ..., 0) comme solution. Un système homogène a soit une unique solution qui est la solution triviale,
soit une infinité de solutions (dont des solutions non triviales).

• Si r = p, le système admet pour unique solution la solution triviale.
• Si r < p, le système admet une infinité de solutions.

Remarque
En particulier un système homogène admet des solutions non triviales s’il a moins d’équations que d’incon-
nues. En effet, on a alors r ≤ min(n, p) < p.

b. Matrices et système

Propriété 26

Soit (S) un système de n équations à n inconnues et A la matrice carrée associée à ce système. Alors (S)
admet une unique solution si et seulement si A est inversible.
Si (S) est équivalent à l’équation AX = Y d’inconnue X avec A inversible, alors l’unique solution du
système est donnée par X = A−1Y .

Exemple 7.9

Montrer que la matrice A =

 1 2 1
−1 1 0
0 2 1

 est inversible et déterminer A−1.

Méthode 1 : par résolution d’un système. On pose X =

x
y
z

 et Y =

x′

y′

z′

 et on résout le système

AX = Y d’inconnue X :
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 x+ 2y + z = x′

−x+ y = y′

2y + z = z′

L2←L2+L1⇐======⇒

 x+ 2y + z = x′

3y + z = x′ + y′

2y + z = z′

L2←L2−L3⇐======⇒

 x+ 2y + z = x′

y = x′ + y′ − z′

2y + z = z′

⇐======⇒

 x = x′ − 2(x′ + y′ − z′)− (−2x′ − 2y′ + 3z′)
y = x′ + y′ − z′

z = z′ − 2(x′ + y′ − z′)

⇐======⇒

 x = x′ − z′

y = x′ + y′ − z′

z = −2x′ − 2y′ + 3z′

Ce système est équivalent à X = BY avec B =

 1 0 −1
1 1 −1
−2 −2 3

 donc A est inversible et A−1 = 1 0 −1
1 1 −1
−2 −2 3

.

Méthode 2 : en écrivant les transformations linéaires sur A et I. On écrit A et I côte à côte et on
écrit les transformations élémentaires transformant A en I :

 1 2 1
−1 1 0
0 2 1

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 L2←L2+L1−−−−−−−→

1 2 1
0 3 1
0 2 1

 1 0 0
1 1 0
0 0 1


L2← 1

3L2−−−−−−→

1 2 1
0 1 1

3
0 2 1

 1 0 0
1
3

1
3 0

0 0 1


L3←L3−2L2−−−−−−−−→

1 2 1
0 1 1

3
0 0 1

3

  1 0 0
1
3

1
3 0

−2
3

−2
3 1


L3←3L3−−−−−→

1 2 1
0 1 1

3
0 0 1

  1 0 0
1
3

1
3 0

−2 −2 3


L2←L2− 1

3L3−−−−−−−−−→

1 2 1
0 1 0
0 0 1

  1 0 0
1 1 −1
−2 −2 3


L1←L1−2L2−L3−−−−−−−−−−−→

1 0 0
0 1 0
0 0 1

  1 0 −1
1 1 −1
−2 −2 3


La matrice obtenue à droite est A−1.

→ Exercice de cours no 6

Propriété 27

Soit A ∈Mn,m(R). Le système homogène AX = 0 de n équations à m inconnues admet des solutions non
triviales si n < m ou si A n’est pas inversible.
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Définition 17
On appelle rang d’une matrice et on note rg(A) le rang du système homogène associé à cette matrice.

Définition 18
Soit A une matrice. On dit que A est échelonnée en ligne si chaque ligne non nulle de A commence par
strictement plus de 0 que la ligne précédente.

Remarque
Le rang d’une matrice échelonnée est égal au nombre de lignes non nulles de cette matrice.

Exemple 7.10

• A =

3 0 2
0 0 1
0 0 0

 est une matrice échelonnée de rang 2

• A =

1 −2 1
0 1 1
0 0 2

 est une matrice échelonnée de rang 3

• A =

1 1 1 1
0 2 2 2
0 0 0 3

 est une matrice échelonnée de rang 3.

Propriété 28

Si A′ est obtenu à partir de A par des opérations élémentaires sur les lignes ou sur les colonnes, alors
rg(A′) = rg(A).

Remarque
On peut donc appliquer l’algorithme de Gauss pour déterminer le rang d’une matrice : on cherche une
matrice échelonnée équivalente à A, le rang de A est alors le nombre de ligne non nulle dans cette matrice.

→ Exercice de cours no 7

Propriété 29

Soit A ∈Mn(R). A est inversible si et seulement si rg(A) = n.

→ Exercice de cours no 8
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Exercices de cours

Exercice 1

Calculer le produit A×B dans chaque cas

1. A =

 1 0 −1
0 2 1
−3 0 4

 et B =

 0 4 0
−6 1 2
1 0 3


2. A =

(
1 −7 4 2
3 1 −2 8

)
et B =

1 −1 1
3 2 0
−9 5 3
0 4 4


3. A =

 6 0
0 1
−1 2

 et B =
(
5 −1 0 2 3
3 2 8 5 −4

)

4. A =

 6 1 3
6 −3 −8
−5 7 6

 et B =

−47
9


5. A =

(
−6 −5 2

)
et B =

−95
9


6. A =

 1
−3
4

 et B =
(
−4 3 −5

)

Exercice 2

On considère la matrice A =

3 1 1
1 3 1
1 1 3

 et la matrice J =

1 1 1
1 1 1
1 1 1


1. Exprimer A en fonction de la matrice identité I et de J

2. Calculer J2 et J3, puis déterminer une expression de Jn en fonction de n pour tout entier naturel n.
3. En déduire une expression de An en fonction de n pour tout entier naturel n.

Exercice 3

Soit A =

0 0 −3
1 0 2
0 1 1

 et B =

0 0 3
3 3 −3
0 0 3


1. Montrer que A3 −A2 − 2A+ 3I = 0
2. En déduire que A est inversible et déterminer A−1.
3. Montrer que B2 = 3B et en déduire que B n’est pas inversible.

Exercice 4

Résoudre le système

 3x+ 3y + 3z = −3
2x+ 4y + z = 0
3x+ 2y − z = 5

Exercice 5

On considère les systèmes S1 :

 x− 3y + 2z = 1
3x+ y − z = 2

2x+ 4y − 3z = 1
et S2 :

 3x+ 6y − 3z = 0
4x− y + 2z = 1
−2x+ 5y − 4z = 2

. Résoudre S1 et

S2.

Exercice 6

Montrer que les matrices suivantes sont inversibles et déterminer leurs inverses :

A =
(
1 2
0 3

)
, B =

(
1 −1
−1 2

)
, C =

3 0 1
0 0 2
1 1 1


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Exercice 7

Déterminer le rang des matrices suivantes grâce à l’algorithme de Gauss :

A =

1 2 3
4 5 6
7 8 9

 B =

0 −1 1
1 −1 0
1 0 1

 C =

 0 −1 3 −2
1 −1 2 −2
−2 1 −1 2

 D =

 3 −3
−2 2
5 −5


Exercice 8

Soit A =

 1 0 1
−1 0 1
1 1 1

. Montrer que A est inversible.
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